TABARA JUDETEANA-CONCURS,
pentru elevii olimpici la matematica, editia a XIIl-a 2023,
Targu Lapus, 26.08.2023-01.09.2023
Clasa a IX-a

1. Fie X un numar real. Ardtati cd X este numar intreg daca si numai dacad relatia

[x]+[2x]+[3x]+...+[nx] = w are loc pentru orice ne N". Prin [a] s-a notat partea

intreagd a numarului real a.

2. a. Fie a,b>0 si x,y>0. Aratati ca LN

b. Fie a,b,c>0 si x,y,z>0 astfel iIncat a+b+c=x+y+z. Aratati ca:
3 B3 a3
a—2+b—2+c—22a+b+c .
X< y° oz
3. Se considera paralelogramul ABCD si punctele M € (AB),N € (AC) astfel incat
AM = %E, AN = %E . Exprimati vectorii DM, DN in functie de vectorii AB=a si AD=b

si demonstrati ca punctele D, N, M sunt coliniare.

Nota: Fiecare problemd se noteazd cu puncte dela 0la 7.
Timp de lucru: 2 ore
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1. Fie X un numar real. Aratati ca X este numar intreg daca si numai daca relatia
[x]+[2x]+[3x]+...+[nx] = w are loc pentru orice neN". Prin [a] s-a notat partea

intreagd a numarului real a.

Solutie: Dacd x e Z , relatia rezultd imediat, deoarece [kx] =k[x], pentru orice k e N e, 1p

Pentru demonstrarea reciprocei, observam ca ipoteza implica

n([x]+[nx])+2[(n+1)x]=(n +1)([x]+[(n +1) x]) ..................................................................... 3p

Notand t={x} = (n=1)[(N+1)t]=n[Nt]. oo 1p
In cazul t=0, alegand n>1 astfel incat ﬁ <t< % , obtinem contradictia n—-1=0, deci
+
PresSUPUNErea t # 0 @St FAISA.  .uviiiiiii it 2p
. . . a® bnd (a+b)3
2. a. Fie a,b>0 si x,y>0. Aratati ca —t—2 5 -
X© YT (x+y)
b. Fie a,b,c>0 si x,y,z>0 astfel incat a+b+c=x+y+z. Aratati ca:
a® b
—+—+—5za+b+c
X<y oz
Solutie:
. . a® b
a. Inegalitatea este echivalenta cu (x2 +2Xy + yZ) —+t— |2 a’+3a’b+3ab? +b°
Xy
213 3 3 2
@%+2ﬂ+2ﬁ+%23a2b+3ab2. ............................................................................. 1p
y X y X
21:3 3 2
Observam ci X2+ ﬂ:% 2V, 2, o7 —sab.
y X y X X
b®x ad y 2
Analog 2—=+—2—>3ab” si prin adunare, obtinem inegalitatea ceruta. ...........cc.ccccevvvereenennen. 4p
y X2
b. Folosind inegalitatea precedenté, avem :
3 K3 3
a+b a+b+c
a_2+b_2+c_2 ( ) >%=a+b+c. ............................................................ 2p

X2y z_(x+y) 22_(x+y+z)



3. Se considera paralelogramul ABCD si punctele M € (AB),N € (AC) astfel incat

mzéﬁ, M:%E Exprimati vectorii DM, DN in functie de vectorii AB=a si AD=b si

demonstrati cd punctele D, N, M sunt coliniare.

Solutie:
DN = 2838 DM 2 8B e, ap
4 4 3

N

DN =%DT\/I => D, N, M COINIAIE oo 3p



